
Iskanje ekstremov 
funkcij in prilagajanje 

funkcij meritvam

9. 3. 2022



MATEMATIČNO-FIZIKALNI SEMINAR 20/21

4. naloga: Iskanje funkcijskih ekstremov in prilagajanje funkcij meritvam

Tako kot pri vseh numeričnih metodah kompleksnost metode iskanja ekstremov narašča z
dimenzijo prostora v katerem je funkcija definirana. Najbolj robustne in zanesljive metode so
tako razvite za iskanje ekstremov v eni dimenziji. V splošnem pa ne smemo pozabiti na dejstvo,
da ne obstaja metoda, ki bi avtomatsko našla globalni ekstrem (minimum ali maksimum), vsaka
metoda se bo slej ko prej ustavila v nekem lokalnem ekstremu. Ali je le-ta globalen in/ali edini
pa je potrebno proučiti naknadno (s poskušanjem ipd.).

Iskanje minimumov ali maksimumov funkcije lahko poenotimo z metodami iskanja mini-
mumov, saj za maksimume lahko vedno definiramo f ! �f .

V eni dimenziji je najpreprostejša (in najrobustnejša) metoda zlatega reza. Najprej poiščemo
tri točke (A<b<C), za katere velja f(b) < f(A) in f(b) < f(C); točka b je torej groba ocena
minimuma. Novo točko B nato najdemo s uporabo razmerja zlatega reza, tukaj podano kot:
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Koordinata nove točke B je podana z:

B = A+ h · 1
'
, h = |C � A|.

Dodatno poskusno točko D pa nato dodamo s faktorjem:
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in sicer s koordinato:
D = A+ h · 1

'2
, h = |C � A|.

Očitno je točka D bližje točki A kot točka B. Nato obravnavamo dva scenarija:

• Če je vrednost f(D) > f(B), potem postane novi triplet (D,B,C), točko A torej nado-
mesti točka D.

• V nasprotnem primeru, ko je f(D) < f(B), pa postane novi triplet (A,D,B), točko C
torej nadomesti točka B, njeno vlogo pa prevzame točka D.

Pri vsakem koraku se interval zmanjša za faktor 1
' .

Metodo nato ponavljamo do želene natančnosti, pri čemer moramo paziti, da je dosegljiva
natančnost le koren iz numerične natančnosti računskih operacij! (npr 10�8 za dvojno natančnost
(double precision)).

Hitrejša, a nekoliko labilnejša metoda, je iskanje minimumov z prilagajanjem parabole na
tri začetne točke in oceno novega minimuma iz minimuma prilagojene parabole:

x = b� 1
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(b� a)2[f(b)� f(c)]� (b� c)2[f(b)� f(a)]

(b� a)[f(b)� f(c)]� (b� c)[f(b)� f(a)]
,



ki pa odpove(duje) ko so izbrane tri točke (skoraj) kolinearne. Smiselna je torej ustrezna kom-
binacija obeh metod, poznana kot Brentova metoda.

V primeru, ko je poznana analitična oblika odvoda iskane funkcije, si seveda lahko pomag-
amo z numeričnim iskanjem ničle v odvodu (npr z metodo bisekcije).

V več dimenzijah je problem ustrezno težji, najrobustnejša in precej učinkovita je t.i. Down-
hill simplex metoda, ki jo bralec z lahkoto najde v literaturi in na spletu.

Poseben primer uporabe minimizacije funkcij je prilagajanje (angl. fitting) modelov (in
s tem napovedanih funkcij) s prostimi parametri naboru izmerjenih količin. Najpogostejša
načina prilagajanja funkcij s prostimi parametri podatkom sta metodi �2 in metoda največje
zanesljivosti (angl. Maximum Likelihood Metod). Označimo nabor merjenih podatkov z {xi, yi}
in njihove nedoločenosti z {�i}, modelske funkcije s y = f(x,↵), kjer so z ↵ označeni neznani
parametri, ter uvedimo cenilko (angl. estimator) za �2:

�2(↵) =
X

i

(yi � f(xi,↵))2

�2
i

,

kjer je nato ocena iskanih parametrov ↵ dobljena z minimizacijo funkcije �2(↵).
Metoda največje zanesljivosti se uporablja predvsem v primerih, ko vrednost y = f(x,↵) pred-
stavlja verjetnost (ali verjetnostno gostoto) in tako iščemo nabor parametrov ↵, pri katerih je
nabor verjetnosti za dane izmerke največji. Iščemo torej maksimum produkta verjetnosti

L(↵) =
Y

i

f(xi, �i,↵),

oziroma še bolj pogosto minimum naravnega logaritma zgornjega izraza (ki je pohlevnejša
funkcija):

� lnL(↵) = �
X

i

ln f(xi, �i,↵).

V primeru, da je verjetnostna porazdelitev Gaussova in da iščemo neznani parameter le-te (µ,
srednja vrednost), sta obe metodi enaki (dokaz je prepuščen bralcu).

Naloga:

• Z metodo zlatega reza in parabolično ter saj eno vgrajeno metodo (npr Brentovo metodo
v SciPy: scipy.optimize.brent) poišči ekstreme nekaj funkcij različnih redov tipa xn ⇤
sin(x) (recimo do tretjega reda) in primerjaj hitrost (št. korakov) in natančnost s točnimi
vrednostmi.

• Z zgornjimi metodami poišči najboljše prilagajanje med podatki:

{xi} = [0.1, 0.41052632, 0.72105263, 1.03157895, 1.34210526, 1.65263158,

1.96315789, 2.27368421, 2.58421053, 2.89473684, 3.20526316, 3.51578947,

3.82631579, 4.13684211, 4.44736842, 4.75789474, 5.06842105, 5.37894737,

5.68947368, 6.]



{yi} = [0.04959185, 0.15562821, 0.22546384, 0.29475305, 0.3564775, 0.40037302,

0.45322831, 0.44861781, 0.47145439, 0.49542899, 0.48391543, 0.50759507,

0.49552151, 0.50198301, 0.44788353, 0.46090299, 0.43101869, 0.44916611,

0.40895603, 0.39695574]

{�i} = [0.03682367, 0.0014194, 0.01994378, 0.01061233, 0.0100865, 0.00231544,

0.01935984, 0.00635483, 0.02376167, 0.00087145, 0.02262165, 0.00350645,

0.01716223, 0.02109906, 0.02477181, 0.03953272, 0.02218641, 0.01454135,

0.01634465, 0.04684965]

in funkcijo dveh neznanih parametrov a in b, oblike f(x, a, b) = a⇤x⇤exp(b⇤x). Uporabi
eno od vgrajenih metod (npr. v Pythonovih SciPy knjižnicah.)

• Dodatno: Z Downhill simplex metodo poišči maksimum dvo-dimenzionalne Gaussove
porazdelitve ter dvojne 2D Gaussove porazdelitve (kamelja grba).
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·Je jo f(Xr) <f(X3)patem prezicaljeur
thatwh Four Iranleg S fachtogen
0 < p-1) o se inculjina DaladFoohe xo im f(xc). Je jo f(x)<f(r)
tem
pa spejur tookor fz =xc im s

vomna 1.) Je in no pamogalootary
(f(xc)(f(xv)), paternwear se budeage

precicaljenc· Jego fCx0<f(x)atemetorbateh
Dabi's tothe xc.f(x). Be go

f(xcsf(ya),patenopoer
Froher orrent

ozanje n
panagala patemn pojchs ha trdenje.



in

x
for women

>x

Kodenje: Simples surco taken, do use
towhe casen najbaljie pemahmaw
blozie tej tohi as fabtoror

↑radulz dalic, lo ponetjejo ogljssis
& Sibaljoim.

y N

·
Fo wnman.

>x



3. borah: Minmitoo zahGodino, be go raslokn
red najbalic in colabio Frohn
manoa od ihree matemonosto:

If(X)) - f(+3)/<E-

EamonomumAberama nybarener



Egled:Parior minimale) Himmelblanone
funhize:

f(x,y) =(x- +y - 11)" +(x +y) - 7)"

Funhaja una Irecline minimums. Metrola

konvergive
ibine textrenege

its nih,advocad
Epogaier. ezelo magure

·premen
be labbo wodoo do zho rational

resultator.



Prolagajanje funhajpodatlam
· Prolacjanja fanbasipodatham is pamemes promis
upossible mismozerilah algeritus producestisth as minimizeijo overdimensijah.

Imane labor meroth pollution:
x- 5ewl merch

E(xiyi, 5i)3iz Ewh.

neceliance
- Inedumedulaemost

opemengjinba fanhage merture.

Rado to agetonh, labor 10 Iodwesed x =>
#mestrzelome respecto odwere openlywhen
ypor revolution spementho =prduthons
prolugudima regression primaljo

f(x, ), a =(a,,....., am)
↑metorindie.

Fanhua f(x,a) ie model to podatne · Prologicaye
Sot. "Fitcupe") pa pannen islane tahinch

parametro, la se model how naybalic polega
podathon.



Y - f(x,y)

ItIIIInterallrepai
(yi,yi,5i)

x

Opstaya weonoterperatohale"oneeyemanje"
usemanorh

U tepmetodo odstapong modelshe himale
of podathon occupieme - anolic funhsija A"

A3(a) =21)70) =3(t)
-

Kabr dabre as Annalia prolega
poockathon memo -useitr
Ivadator relatih odstoping tool.



Cenilla Alla) je fahaja poemsfrom a modula
f(x, ). Model is booobnoe ihrome metode

najbalieprolegal podathamfor foster seeparame

A((') =mm.

<
Ishape posesstrow = (ai,al,as......n
4er je Amnomalia Amedemo a intactshim
algontman, sper. Amebo!

#
Je

uspense may
to globali mimbun a A

patemnwoemo, do is itfrom model pu
Yvachaortelparametrch vemislynamaem.

Iamserena be vedic obstaja mazmost, da
obstupa wehc droga fonhaja g (x,j) +

1

drogene parameter, to boduld be
so mecost A?!)many

Past: Kojo mmmtocija hancona, nam
while we geranting, do wome
bandalov Lobalnem wnman!



Linearna regresipa: (Lamentor)
O linearm regressgovermo, lador to modelsha
famhiaija linear vduona of parameter ai
#pr:
f(x,a) =a +02X +a3X +....

+PmXM
-1

f(x,) =a.X +0.e
++0.aX +aulogx

:

f(x,a) =ai.f(x)f
-wIt premler Itbrowse funkagu x.

Tado to posbusance minutirto Al

·
=0;j =1......

· aj

Od tool dabimo lineseven sisten noob -a
parimete aj I

In
go zncumo resitr(Np.SUD)

-

Dobince resides
/
li
po fo i

sncla najicywh
Ivodrator gators najbalica!
Glej: Sirca, VF, str. 197.



Nasuet: asproblemredoposhurteac
- bxf(x,y,b) =as

Oneclemo
->g(x;a,b) =(n(f(X))

g(x;a,b) =Bua - bx =a- bx

"a'

Problem so line frah!



Prolagijane premice:

peolugeyangpremise to promer loneone regretfor
f(xia,b) =a++b
-

Dual parametra.
Mino Frame:

A-(a,3) =y.(yiaxi
-b)"

- w

Radunamo:

212-I! (yi-axity5:2

21-1Ilyi - nitis = 0
5:2

i=1

Ispeljeme:A =2, B =Zo 32I;IEE



dubimo sisten enoob:

at +bB =2

aD +bA =E

i nite:

a =b
=

c1 b =DC - EA
I DB - A2

Nuwara)
Izrodmntr se dataco napale possmitrovin
banelouish basfiavent (Glij, Sirca, VF, 206)

B
5 =

BD -13.r = 12
cur(a,3)can(a,b) = 121f(a,3) =0a.5

ba
G

bb



Egbe:
(Leo,stogg)

Podatham istable plagodo
premise f(x) =ax +b.

Promone reduasts:

u =4.227 =0.044

b =0.878 = 0.203

A=2.078

cur(a,5) = - 0.0629

8 =7.04

Rexultetmnuitoje-Ambo a Pythanu:

·


