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10. naloga: Fourierova analiza

Pri numeričnem izračunavanju Fourierove transformacije

H(f) =

Z 1

�1
h(t) exp(2⇡ift) dt (1)

h(t) =

Z 1

�1
H(f) exp(�2⇡ift) df (2)

je funkcija h(t) običajno predstavljena s tablico diskretnih vrednosti

hk = h(tk), tk = k�, k = 0, 1, 2, . . . N � 1. (3)

Pravimo, da smo funkcijo vzorčili z vzorčno gostoto 1/�. Za tako definiran vzorcu obstaja naravna

meja frekvenčnega spektra, ki se imenuje Nyquistova frekvenca, fc = 1/(2�): harmonični val s to

frekvenco ima v naši vzorčni gostoti ravno dva vzorca v periodi. če ima funkcija h(t) frekvenčni

spekter omejen na interval [�fc, fc], potem ji z vzorčenjem nismo odvzeli nič informacije: kadar pa

se spekter razteza izven intervala, pride do potujitve (aliasing), ko se zunanji del spektra preslika v

interval.

Frekvenčni spekter vzorčene funkcije (3) spet računamo samo v N točkah, če hočemo, da se ohrani

količina informacije. Vpeljemo vsoto

Hn =

N�1X

k=0

hk exp(2⇡ikn/N), n = �N/2, . . . , N/2, (4)

ki jo imenujemo diskretna Fourierova transformacija, in je povezana s funkcijo v (1) takole:

H(n/(N�)) ⇡ � ·Hn.

Zaradi potujitve, po kateri je H�n = HN�n, lahko mirno pustimo indeks n v enačbi (4) teči tudi od

0 do N . Spodnja polovica tako definiranega spektra (1  n  N
2 � 1) ustreza pozitivnim frekvencam

0 < f < fc, gornja polovica (
N
2 +1  N �1) pa negativnim, �fc < f < 0. Posebna vrednost pri n = 0

ustreza frekvenci nič (“istosmerna komponenta”), vrednost pri n = N/2 pa ustreza tako fc kot �fc.

Količine h in H so v splošnem kompleksne, simetrija v enih povzroči tudi simetrijo v drugih. Posebej

zanimivi so trije primeri:

če je hk realna tedaj je HN�n = H
⇤
n

hk realna in soda Hn realna in soda

hk realna in liha Hn imaginarna in liha

(ostalih ni težko izpeljati). V tesni zvezi s frekvenčnim spektrom je tudi moč. Celotna moč nekega

signala je neodvisna od reprezentacije, Parsevalova enačba pove

N�1X

k=0

|hk|2 =
1

N

N�1X

n=0

|Hn|2
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(lahko preverǐs). Pogosto pa nas bolj zanima, koliko moči je vsebovane v frekvenčni komponenti med

f in f + df , zato definiramo enostransko spektralno gostoto moči (one-sided power spectral density ,
PSD)

Pn = |Hn|2 + |HN�n|2 .

Pozor: s takšno definicijo v isti koš mečemo negativne in pozitivne frekvence, vendar sta pri realnih

signalih hk prispevka enaka, tako da je Pn = 2 |Hn|2.

Z diskretno obratno transformacijo lahko rekonstruiramo hk iz Hn

hk =
1

N

N�1X

n=0

Hn exp(�2⇡ikn/N). (5)

Količine h in H so v splošnem kompleksne, simetrija v enih povzroči tudi simetrijo v drugih. Za realne

h so H paroma konjugirani, H(�f) = H(f)
⇤
.

Nalogi :

• Izračunaj Fourierov obrat nekaj enostavnih vzorcev, npr. raznih mešanic izbranih frekvenc.

Primerjaj rezultate, ko je vzorec v intervalu periodičen (izbrane frekvence so mnogokratniki

osnovne frekvence), z rezultati, ko vzorec ni periodičen. Opazuj pojav potujitve na vzorcu, ki

vsebuje frekvence nad Nyquistovo frekvenco. Napravi še obratno transformacijo (5) in preveri

natančnost metode.

• Signalu v datoteki PodatkiFourier.dat 1
določi frekvenčni spekter. Kako se spremeni spekter,

če analiziramo kraǰse intervale (64, 128, . . . točk)? Kako se spremeni spekter, če v analizi

upoštevamo vsako 2, 4, . . . točko?

1Podatke najdeš v Spletni učilnici predmeta

2



Foundevovu transformawja :

Ratvajfutihulnegu pmbhmamavudnooputajuno
v Oasouni damend in ga pnedstawrna 2- meter

funhwjo hlt) ,
W p odmisma od door

.

Lukko

Pa ya opatujemrv frhnendnw damen
, hier

problem opiciimoshamplehonrfunhwjo.lt/f),
hi je funhwja finance feel-• , a) . Obe
nepnetentvwji problema power-up Fourierism
transformowja :

00

[
Pamba :

* (f) =☒ "*
dt

Founwwu
- oo transformourja jero

dghhearnaoperewjah-D-f.lt(f) efltift
-A

Fuunoerova anahita

Fourierism anulna je fotohalua /makmatvdua
unalike

,
lw se maslamia otdnoma

Hhonisda lastnustr Favnenve transformcrop.



Uparubinno jo poi prableunlh , hier nom Fourierism
transformYa pride poor batmat-unatrdmrondje-zalai-je.msenraged itbrunih problemor, npr .
• Roounanje hanvuluujd
• Resurveyed pani ahh doferenwalnh enoob .
( Cabj , 1.Vidor

, Visja matematrha II. )
Lothar se je papndmsunkthhut.hr mas dejunsho
2-animato laatmañtr Fcwrierove transformmnhe ,
berta poipovedyo fitihuluotamhwvovsebrnr,
npr :

• spelter pnidablgin it interfacegonna now
informoujrolautmout-ihmet-rlu.tw gu
◦putujimo .

Lastno5hr Founderove transformanger :

Ee funhwjahltn-hui-updalwenesimet.ishe
laatnostr

, patens se te odrutuja v lastmonthFauroerove transformism he H(f) :
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Preventmo 1
.

:

Ee je h 4) nubia
, nelja : h

*

G) = hct) .

Roounajm: :

H(f)
*

= flit) et ""ᵗᵗdt =)É"-f)tdt = HI-f)
-A - to

PreventMr 4 :

Ee je hG) lvha
, uelja : htt) = - 44) :

A •

t
'
= -t

\It (f) = fhct) e- "ittdt = f-ht"%ᵗ = /de .. -at =

- co -•

a
- A

= / 441 e-
' 'Tift

'

dt
'
= -141+1 e-

'"it-1
'

dt
'
= - It (f)

to

Éeje hlt) bha
, patan je Todo Hlf) hha !



Preventmob .

: Ee je hA) realm in lrh
, paten :

*
*

(f) EHI-fj-E-H.lt#tfieirmagimanm
.

It = ✗+ iy : H
"
= ✗- iy = - I✗ + iy)
✗ iy = - ✗ -iy
2 ✗ = 0 ⇒ ✗

Veljajr ie mehatin drop lastnoattt

↑ Spamnd se Titov pwtaorrenvu
opehtrashoprji pw Pmhtrhumm 6

.



Pnuwh v 0am :

Kay x tgodu s Fourierism
transformnmhu, de signal pneumabromo room .

hlt) → glt) = hlt +⇒

2-apriinw ( per definwwp ) transforming obeli straw :00 •

g (f) = JG (f) e¥iᵗtdf = 41++4 =) #(g) ⇒t

- _

_
df

-o - o

Od tod nwdduw :

↳ (f) = It(f) . é
"Ti -1

Fawrrerooa transformismha dow dodatmomoduloafo



Parsevuluvu enooba :

A 00

Jlhltidt =) / HI f) Idf
-N - ao

Interputvuju Parswuloue enoobe : Celutna moo
v signaler ,lwjaitrwmamrvoascrmwdamewjeenwhutist-i.hr

fu itnoenamo re frebuendnw
otiruma : Moo signature pw Fawneww
transformaeip 04mmja .

Glej : I. Vidor
,
V15ja matematrha HI, str. 120.



tgled#1. Faonewm transforminga Konstantinou mignola :
go Spammnmo "

÷A (f) = f. 1. e- ""ft dt =/ { (f- a) =¥ feitlt-↳ dt =

-A

•
t
'

oo

= - fiÉᵗÉ÷ = ÷feiftidt' = Elf - D
- D

- N

^ Hlf)
^
""

⇔ 1-
'

ft

Ddujetuduobmtmo.co
hlt) = f- o)ei"Ttᵗdf = ◦

= ,

- 00



2-ogled #2 : Faunenvu transformrank je realm
Lin soda ) delta fmhwju pw Abram
frehuencu fo , i.e. , enareulna frhvnca .
It /f) = 511 f-fol) + Oi
-

Realm in soda.
Uporubirno 2-

•
•

2-gledt .
↓

hlt) =/ Hlfjeñiftdf = f.811 f-fol) ftdf =

- 00 - ox

21Tifot
+ e-

zitifoot
= 2 .

Lot
+ e-Mitt

= e
2

= 2 cos 121Tfot) horimusm signal 2- env
sound frhmenco .



2-ogled #3 : Fuunenvu transformauja Gaussowe

fmhwje :

hit) = !⇐ e-÷

oooo
- 1¥ +"Tift)

HIf) =)# e-
¥
e-
""ᵗᵗdt=¥/emf dt

- Oo - oo

④ Dopulnhnr do popuhngahvadmta :

¥ - 2117ft = 1 (t - 41Tif t) = t

= 1. (t - 41Tif -1 - 41T
'

f. 2) + 21T 'f
?
= { (ÉÉÑ + 211-42
-

bantustan

points .

= !_É
"? [e-¥ dt ' = e-ñ't'
7¥ ↑ Vpos-twumolostno.hr

funhcip Esf .
a

r⇔d
'
t Sf



Dishretna Fourierism transformoeoja :

Pn anakin podathoo se narodna me swimmer
2- Zmetnwnv signaler 41+3

, poo put dishntnwnw
ntorw , lwjihdubdmo tahr, da signal
utoroujuno v enahamemh Oasowmh kaouhrh s

.

Np Snemanje 2-waka 2- 2-voomo harbor

^ hi
nhlt)

JO ED TO ⑧

98

'
og og

• ↳~ É✓☒⇒ •

i sf
ri

Po handanem onemanju dobirno vtoee :

he = h (tu) ,
tu = k -s ; h = 011,2 , _ . . _ .,N-1

÷

1- = ios vtorienja .



Fnehvenca ntordenja (
"

sampling rate
") :

vs = £ ( = 44.1kHt je frehuenca vtordenfa took)

Opambu : Od vtorca {hn} pvdahyimr , da nsebyu
( njame ) use pamembne hamblen shite •gnaln
h (t)

,
tato pmhnerrnr D-besemer s in T

.

Steiner took N
,
hi jvh imamor return dalvda

,

hahha informauj burner lahkr dakitw it ntorca ,
Tong it dishetnegu mum took {hn } me burner

mvglw dalvotn spehtm H (f) pm meh fnhroucuh,
pod pa le ta dvohetem mix fnhuenc .

fu = ¥ = YES = ʰµ ; h=Q42_._.M
in integral FT se pievede na handno waiter :

ox

Hlfu) = f. hlt) if"ᵗdt ≈ -,hn e-eñifut • I
M= 0

- 00



Vuedemo se tu = b- Alfa )
, paten udja :

Hr =

'

, hm e-
21Tifntm

=

fu = ¥
M = o tu = D.M

He = 4m e-
"Ti k#

Dishretma Fauwenva
M = 0

transformauja .

Ehninulentmo lahhosedajz-apis-unoimnertm.ir
Fawnerror transformoedjo :

/
In =#

ooh(ta) =) HIf) eatit'"df ≈ ,
H(f)

it""
. ,¥

m=0

✗ an
Ñ

- A

Dishretma muumuu
hltn) = Hm Éi^¥ Fourierism transformocdja.

M = 0



17m0cmaimer , haj je Haan = ?

Hmm = .hn e-
'"i ""%ˢ

=

'

hm ¥" e-ñih÷ =

M =0 M = 0 T
I 2-at M .

=É.hn e- ""* = Ha
M= 0

ltnrkmajmw enahr se ta inner+no F.T.hn
+a
= ÷ Hm e-

"T"¥m=ÉÉH×, "F
= ha

M= O M=0

Ugatuntw :

Dishoetna Fawnworm transformoedja pwn tuna,
da go utoroen signed peoiodvdens peorudr M.

Perdodvdua s preorder M je Todo Fourierism
transfermhomba .
Ée Eebhwo

,
da no najbalje deluge , murmur pushbet ,

du utordiyunr Tulio du Yamuna perioda signal .
To je v praline memugvde dosed ,

tin or doblpnih
ropehtoih nwdrmro popooitne . Patan bi Eevedelv

, haj
retoroujenrr!



Ia dishretour Fownemrrtnmsfarmoeijrneljajr
enahemhnetnjohelastmoa.tt bat -2A 2-uetnr F.I

Npr . , dukat #1 : de je utosec { his realm :

HE = i hit ie "YT = i 4m e-
i"-ᵗ"¥

= A.
a

M=O M=0

Kai je putt
proutapnv

?

lzwounajmr H- e :

Ha = ! hm "F
. 1 =i, hµ . e-

"" ""¥? *
µ,

M= O M= 0

Negative fnhnence so +brane ma vhm war

Fawoieroruh transformrank.



knitrona ( Nyquistover) fnhvenca :
Vdishretmo ntorienun signalerlahhozatmamrlepispevhefehhenc.luor

many
's
-

e od henbane

frehuence , hi for dalooa horah utardenja b.
Priopenhe foehuenc , he so nisje od hntvdne
foehuence me prepotmamo neo:

V < vs :
h ^

cornrowµ 7signal leper
prepotrnamo!

v ≥ us

µ >

"

+pnpotmano

Cadmium ne

y ,

V = VSI • • •

t:÷÷:# .

pepo+nano • • •



kntrdmn foehuencu fc npeljunr hat foehnencr ,
pw hater imam pw sinuses /cambium s frehuencr
f=fc dvu return ma penado.

fc = Ifs =
kn trona ah Xlygnwstom
fnhvenca !

Upéstevafmr se :
fc = 7¥ = ⇒ me = ¥

Vgatomter : kwtiona fnhvencajo ma I dvshntnegu
nita fxhnenc . Drugi old man pwpada
negativemom frhvencam ma enahem

aboalutnemratponu ! (Tu bueno de

model ! )

Se
prow

: Ho = Konstantin (Dc) Olm
.

Hh ; U = 1,2, . . . . ,
% - 1

Eleni
,wpwpudajopotitinwmfrebvlnccun.HN

i h = ¥ , . . - - - in- 1
,
Olan

,
hw

pnrpodaja negativism frelneucum .



Roounalnstwzgled : ☒FT Aliasing 2.)



Velja : H- ¥ = Hae - ¥ = HE

Emahrvelja Ho = Hae ( kanstantmr , Dcobn )
tvdv in hm

. H
- n = H µ_a ; k --1,4 . . . - I ¥ -1

DFTlalrhopeprs-emovbaljnuwrnoobh.br,
vnsutv per putitimh in neguthnh frhvencah :

I +247M¥he Hué ""ⁿ¥=1¥ time""""¥+ , Hue
M=O

-
n=o

"=¥inde↳Algoortnw mam narodna dope
netulta-tvtejobh.hr. pohateam

sesterounr !

Mk - n - ^

,
1-2lTi(Mtk

= -1, -21,4m£
""¥

+¥É¥E÷+ÉÉM= 0

Him

21T iMY-y+µ1, Hm e2ñim¥⇒ ÉiHme
M=o n= -1¥

21171M¥
=µ1 Ame

M=- ¥



Ho HE Han Ho -=Hµ

I * t -t - - -

o Poti thine frehvence ¥ Negative pelerine 14-1 "

to * *

-¥ Negative fehnence 0 Pontine fuhvwce . ¥ - n

Realm signal :

2115M¥
he =,tiHme + 1- An

"¥
M=o n=-1¥

E- ^ -2

"-im¥+µ1Éµm*iM¥ =hi =1µ Hire
mi M=-¥ µ

/

=1µÉ;HiÉ÷+¥FÉÉHniÉ÷+ "

÷
M=1 M=

-¥+1

=# H.ie
"""¥

+ ÷H.ie?ii::M--
0 m = -1¥

"÷÷÷÷÷÷÷



Ugatantw :

Pahaiubsmr that Ee pig pw sirna tnjshh
lastnoatih ) , da je HE = H

-n .

To pamunr, da

pw nahh orgnahh negative frbnence me mosijr
nature dodatne informoedje. . Use informoyo or
shute v hawplehmh dbnh

pw poorHuh fnhvencah .

Éeimamo 14 nealuh huh
,
lubbers to infanmoajr

napuhwww ¥ hamplehmiht-ooh.to so patens rovno
olein pw potitimh frehvencah .

2-gled :

Ws ( 21Tfat ) = 12 ifʰᵗ + 12 e-
zitifat

f. = ¥1 ↓
=

% - ^
+21Tkg +247k¥

he =-218nine + 18min e
n = 0 I

a--¥ \
He H- n

tufvrrncroja , lw go spareGina u signaler Pena
reduce fehnencee . Tu drei hcunplebmu okra
v DFT, WpaotuiuWmnopoue+ana!_



Vdoshutno cobbler znaino patron pepusatn
tudo Pasevuloooenoobo :

to A

hltidt =) / HIf) Idf
-N

É! this = É:L HAH?¥
N= o k = 0~

Hist

É! 14mi = Hi =

"

stigma Moo
"

M= O U = 0



Spektmlnagostota moor :
Xlovvdno mas 2-anima

,
halvhr "mood

"

je v
posamez-nwfrehnenwf.ie ( ab v 2-retrain primer
ma iuteovulu [f. ftdf] . Tedoj mas ne tantara
looeveuyo ma potitiune in negative fnebnence ,
poo pu mus tannin woo pw aboulutmh
vrednastrh foehvenc , tvoej ta frhnence ma
intervale od 0 do fµ lot . a) . To pride
ñe pasebej da Arata pw nahh sigruhh ,
hjer v negatimh frhnencwh no shrug'mnobenedodatne informoeije . Tedajupdjimr
spehbodno gastutrmoii ( avg . Pamer spectral
density = PSD) . V primera sudegeislñrlntooh N
jo ltrodunamr kat :

Po = I H◦ 12

Pn = 111 Hui + I Hn-ni) ; k --17 . . .

,
E- ^

Pq = I HMKT

Emustramshu spehbalna gostota mad .



Rooimalwshvtgled : IFFT 2-ogled 1)

Sinusno signal 2- emo fnhvenco !



Rooimalwshvtgled : ( FFT 2-ogled 2)

kuaimusnw signal 2- emo fnhvenco !



Roounalnislw tgled #2 (FFT 2-ogled 5)
Tnhutm signal



Posledica # 1 :

sledvn-Teosunaovtordlnjm.lu
prow , dudetuei-mofunhwjohltvtordenaooasounwmharahams.imie ta fmhaja tuba

,

da usebyo le pnspenhe fnhvenc , hw or
Manji e od f < fc = Is otirnna go
H(f) = 0 , ta tf ≥ fc , patan je fomhuja 44)
v celntv dalooena tutored { him } . To

pamerw da :

• Oe p tr pugaj itpalnjen, paten 2- uivoduyim
in t dishretmofounneroro transformanyoneitgubirnr no bone infirmary.

• kulroinaduformowj.tw jo usebujo signals
handno pusovnr stormr je neshandnwhrutrnaujia
od bedroom dnformoaj , lw jihusebwje signal
£ tvetnwnn frehnendmhn spektrum .

• de ibuamoueh fiwhahwoiopul.tw ima handier

posvvuo Nohr , patens utordeveuydmostowrnw
natalia visalia frhneuw, do patwfeiur
alien spotter.



Posledrca #2 : Potujiter (ang Aliasing )
Ee utordnjemotoighhd.IM

!

nsebiyofoehnendne
bampanente , tusegajapnehrhntoonefxhnencefc.seAbate

.

du se del fxhvendneger
opehtm , he let 2-umaj internode

-f. < fate
preset 2-mating obmodja du papaw rehanobuinnw
spelter . Pneslrhuvu a tgodr tahr , du se teacup
del opehtxdne gestate moon 111-1 '

pre
her hntv one

fnh vena zrcalv v obmoop ( - fc , fc ) .
Fnehena f nod fc se patens pajawjo pw
putujemh foehnencah :

f
'
= Ife - lfmodfs) = fs -(fmodfs)

Ta

pajarihnenujemrpatujiterinjepaoledrcuvtordenja.li



iDohat :
i I '

-

¥

- 21T¥ (h 't E)
. 1 =-1¥ 4m e- 21T¥

(h 't ¥ - ✗1)Hii+ ¥ =

'

une
m = -¥ m = -¥

= -É' une *+ 211-7,1%-1
= HE
,
- h'

m = -¥
De h =h*

Od tvd sledv : ( ueljatndr : HH + = HE - w)
# ¥ + n ' l

'
= HE +n ' H :-, +n ' = It :-,- n' HE -w = / HE - n't

Kaho zaobrtv problem potujitve :

• Potmamo murmur pasovnu
stinko signal .

• Uposabirnvanalogniwthupasouw filter ,

lwporet-ewsohefsehuence.ua/--apavtoroujemrusuj2- 2x mojmsije fohuena ,tu je prosotma to fulham .



Primer : Digitalin zaps tvaha :

2-wah olisimr do frhnence 20kHz . Bed snemanjtm
zvahopnstimr show analogni filter, lw parte
frehvence mad 20kHz . Fifer se tegmen mkay kHt .
Da bi se ognilo aliasing into paten tvuh
ta futtrum retardyour s frhwenco 2.20kHz =

40kHz . Toonce utoroevulna frehvenca Naha je 44.14Hi .

2-ogled : Siriusno signalsfxhnencaf-htkvtardujemr.rshvoahcun D= 0.2s in

2-ajamemo N = 32 usurer. PN hatem

fnhunw bounce rudder uh
,
ha banner

moredub DFT ?

fs = b- = 511-7

fc = = 2.51+7

f > fc in f < fs ⇒

f
'
= fs - f = 511-7-4He = 1¥



Roounatwshwzgled : ( FFTAliasing )



Posledoca #3 : 7nsoanje ( ang . Leakage )

Dishntnu Fourierism transformersja pxdpostorlpi ,
da p utoroena fanhwja penvdvdnu s penodr
1-= Ms in da Ija hµ=ho .

De je funhwja penudvdnu s periodu T, paten
neuro

,
da nsebiyd le frhvence :

fm = F- .

[e rrtoimernu
,
da p NA = MT

,
ME 112,3, . . . ,

puttin doseInner , dei se ddshretne fuhvenie DFT
ehsahtnoupmajcr o prawn frelvencanw in
spehtn so ostn .

Ee
pase fnhnenone hanpanente signature

ujemajr z doshretnwmw lpehvncavw DFT, por
se fnhundne amplitude He rutmatejo . To

inueuujeuw pwidaujo .

Pro analoti dejanshh signaler muncher opanyunr
le en del signaler in matin dela navodnr
ne mornin ugakvlpitro ,

da go penodvden .
Posledvdnw se morano spopadatr s puidaiyim .



2-gled :
has
-• • • • • • • •

µ
• : : : i t '

•

'

+ It

DFT :

1- e-
2"Tk#

Hu =
'

e-
" '"*

=p FEET
=
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